ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: Σειριακή Αποθήκευση Δισδιάστατου Πλέγματος

Σειριακή Αποθήκευση Δισδιάστατου Πλέγματος

Ένα δισδιάστατο πλέγμα μπορεί να θεωρηθεί ως ένας δισδιάστατος πίνακας τα στοιχεία του οποίου προσπελαύνονται με βάση τη διεύθυνσή τους η οποία είναι ένα διάνυσμα δύο συνιστωσών: η στήλη και η γραμμή στην οποία ανήκει το στοιχείο που προσπελαύνεται. Σε μορφή δισδιάστατου πλέγματος αποθηκεύονται κατά κανόνα οι raster εικόνες αλλά πολύ συχνά και διανυσματικές εικόνες (ή επίπεδα χαρτών) οι οποίες έχουν προηγουμένως τμηματοποιηθεί και κατακερματισθεί σε ένα τετραγωνικό πλέγμα απλών εικόνων
. Η οργάνωση λοιπόν μιας εικόνας (ή επιπέδου χάρτη) στη μορφή πλέγματος είναι μια συνηθισμένη κατάσταση και το πρόβλημα που αντιμετωπίζεται είναι η αποδοτική αποθήκευση του δισδιάστατου αυτού πλέγματος σε ένα μονοδιάστατο μέσο (όπως είναι για παράδειγμα ένα σειριακό αρχείο) ή σε ένα μέσο στο οποίο η διαδοχική προσπέλαση κοστίζει λιγότερο από την τυχαία προσπέλαση (όπως είναι για παράδειγμα ένα αρχείο σε ένα μαγνητικό ή οπτικό δίσκο). Με τον όρο αποδοτική εννοούμε ότι η αποθήκευση θα πρέπει να γίνει με τέτοιο τρόπο ώστε να βελτιστοποιείται ο χρόνος απόκρισης σε μια αίτηση ανάκτησης ενός κομματιού της τμηματοποιημένης εικόνας (δηλ. μιας ομάδας γειτονικών κελιών του πλέγματος). Πάντως, αν και το πρακτικό πρόβλημα που θέλουμε να λύσουμε είναι η αποθήκευση μεγάλων εικόνων, η μεθοδολογία που περιγράφεται καλύπτει και την ανάγκη αποθήκευσης κάποιων μόνο σημείων ενός δισδιάστατου χώρου και όχι μόνο πλέγματος που ουσιαστικά είναι το σύνολο όλων των σημείων ενός δισδιάστατου χώρου.

Στο κεφάλαιο, λοιπόν, αυτό θα μελετήσουμε το πρόβλημα της αποδοτικής αποθήκευσης ενός δισδιάστατου πλέγματος ώστε να βελτιστοποιείται ο χρόνος απόκρισης σε ερωτήσεις παραθύρου (window queries). Η αποθήκευση θεωρούμε ότι γίνεται σε κάποιο αρχείο σε κάποιο μέσο (ταινία ή δίσκο) το οποίο προσφέρει χρόνο προσπέλασης σε διαδοχικά τμήματά του πολύ μικρότερο από την προσπέλαση σε τμήματα που δεν είναι γειτονικά. Οι διευθύνσεις, των περιεχομένων του αρχείου είναι προφανώς μονοδιάστατο μέγεθος, ενώ η θέση ενός αντικειμένου σε ένα δισδιάστατο πλέγμα προσδιορίζεται ως ένα σημείο του δισδιάστατου χώρου του πλέγματος. Χρειαζόμαστε, λοιπόν, έναν μηχανισμό που να μετατρέπει τη θέση ενός αντικειμένου στο δισδιάστατο πλέγμα, σε θέση σε μια διάσταση. 
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Σχήμα 61: Αποθήκευση δισδιάστατου πίνακα σε μια γλώσσα προγραμματισμού.

Τελείως αντίστοιχο είναι το πρόβλημα της αποθήκευσης ενός δισδιάστατου πίνακα σε μια γλώσσα προγραμματισμού, στη μονοδιάστατη μνήμη του υπολογιστή. Ο συνηθέστερος τρόπος αντιμετώπισης αυτού του προβλήματος είναι η αποθήκευση των στοιχείων του πίνακα κατά γραμμές (row major) ή κατά στήλες (column major) όπως φαίνεται στο Σχήμα 61.

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε και άλλους τρόπους αποθήκευσης των αντικειμένων ενός δισδιάστατου πλέγματος εκτός από την αποθήκευση κατά γραμμές
. 

Η δομή του κεφαλαίου είναι η εξής: Στην ενότητα 6.1 ορίζεται η έννοια της καμπύλης κάλυψης ως μετασχηματισμός της διάταξης των σημείων ενός πολυδιάστατου χώρου (στην εργασία αυτή δισδιάστατου) σε διάταξη σε μονοδιάστατο χώρο και παρουσιάζονται οι δημοφιλέστερες καμπύλες κάλυψης. Στην ενότητα 6.2 αναλύεται η μεθοδολογία χρήσης των καμπυλών κάλυψης για την αποθήκευση δισδιάστατου πλέγματος και για την ανάκτηση των περιοχών του πλέγματος που ικανοποιούν μια ερώτηση παραθύρου. Στην ίδια ενότητα περιγράφεται το μέτρο βάσει του οποίου αξιολογούνται οι διαφορετικές καμπύλες κάλυψης όσον αφορά την απόδοσή τους σε ερωτήσεις παραθύρου. Αμέσως μετά, στην ενότητα 6.3 δίνεται ο αυστηρός ορισμός του μέτρου αξιολόγησης και δίνεται το γενικό σχήμα για τον αναλυτικό υπολογισμό του. Ακολουθεί ο αναλυτικός υπολογισμός του μέτρου αυτού για όσες από τις καμπύλες κάλυψης είναι εφικτό. Για τη μοναδική περίπτωση καμπύλης κάλυψης που δεν κατέστη δυνατός ο αναλυτικός υπολογισμός τους μέτρου αξιολόγησης, δίνεται ένας προσεγγιστικός υπολογισμός του. Στην ενότητα 6.4 παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της αξιολόγησης και διατυπώνονται τα συμπεράσματα από την μελέτη αυτή. Τέλος στην ενότητα 6.5 δίνεται η σύνοψη του κεφαλαίου.

Καμπύλες κάλυψης

Για να αποφασισθεί πώς θα τοποθετηθούν σε μια διάσταση τα στοιχεία ενός δισδιάστατου πλέγματος, θα πρέπει να διαθέτουμε ένα μετασχηματισμό (1-1 απεικόνιση) που σε κάθε δισδιάστατο σημείο αντιστοιχεί έναν αριθμό, τη θέση του στοιχείου σε ένα μονοδιάστατο αρχείο. Τέτοιοι μετασχηματισμοί μπορούν να υπάρξουν πολλοί. Μιας ιδιαίτερα δημοφιλής κατηγορία τέτοιων μετασχηματισμών είναι καμπύλες κάλυψης (space filling curves). Μια καμπύλη κάλυψης είναι μια συνεχής γραμμή που επισκέπτεται από μια φορά κάθε σημείο ενός  διακριτού πλέγματος και δεν τέμνει τον εαυτό της. Αν αριθμήσουμε τα σημεία του πλέγματος σύμφωνα με τη σειρά που τα επισκέπτεται μια τέτοια καμπύλη, προκύπτει αμέσως ο επιθυμητός μετασχηματισμός. Για παράδειγμα, στην αποθήκευση κατά γραμμές στο Σχήμα 61, η καμπύλη κάλυψης που θα έδινε το ίδιο αποτέλεσμα παρουσιάζεται στο Σχήμα 62.



Σχήμα 62: Καμπύλη κάλυψης για αποθήκευση κατά γραμμές.

Η κατασκευή των καμπυλών κάλυψης, γίνεται συνήθως αναδρομικά ξεκινώντας από μια καμπύλη για τετραγωνικό πλέγμα πλευράς 2. (καμπύλη τάξης 1) Για την καμπύλη τάξης ν, χρησιμοποιούμε καμπύλες τάξης ν-1 που αντικαθιστούν μια κορυφή της βασικής καμπύλης, κατάλληλα μετασχηματισμένες. Συνήθεις μετασχηματισμοί είναι η στροφή και η αντανάκλαση. 

Ο απλός τρόπος σχηματισμού τους και η εύκολη ενσωμάτωσή τους σε υπάρχοντα ΣΔΒΔ τις έχει κάνει ιδιαίτερα δημοφιλείς. Πλήθος εργασιών έχουν παρουσιασθεί για καμπύλες κάλυψης [FARO89], [FARO91], [LATH91], [MJFS96], [OREN86], [OREN89a], [OREN89b], [OREN91].

Στη συνέχεια περιγράφονται οι δημοφιλέστερες καμπύλες κάλυψης που προκύπτουν με τον τρόπο αυτό. Για κάθε καμπύλη, παρουσιάζεται ο αναδρομικός σχηματισμός της και ο αλγόριθμος υπολογισμού της χαρακτηριστικής τιμής κάθε σημείου του δισδιάστατου πλέγματος. Ο υπολογισμός γίνεται με βάση τη δυαδική αναπαράσταση των συντεταγμένων κάθε σημείου. Το αποτέλεσμα δίνεται και πάλι σε δυαδική αναπαράσταση.

Καμπύλη Peano

Στο Σχήμα 63 φαίνεται η καμπύλη Peano τάξεως 1. Για το σχηματισμό καμπύλης μεγαλύτερης τάξεως, αντικαθίσταται κάθε κορυφή με την καμπύλη της αμέσως προηγούμενης τάξης.




Σχήμα 63: Αναδρομική κατασκευή της καμπύλης Peano.

Ο αλγόριθμος υπολογισμού της χαρακτηριστικής τιμής για κάθε σημείο του δισδιάστατου πλέγματος είναι ο εξής:

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

p-value
ΕΙΣΟΔΟΣ
Η δυαδική αναπαράσταση x και y των συντεταγμένων του σημείου

ΕΞΟΔΟΣ
Η δυαδική αναπαράσταση v της χαρακτηριστικής τιμής του σημείου

ΜΕΘΟΔΟΣ

for k:=1 to n

v[2*k-1]:=y[k]; v[2*k]:=x[k];

end for

return v
Αλγόριθμος 1: Υπολογισμός χαρακτηριστικής τιμής για την καμπύλη Peano.

Καμπύλη RBC

Στο Σχήμα 64 φαίνεται η καμπύλη RBC τάξεως 1. Για το σχηματισμό καμπύλης μεγαλύτερης τάξεως, στην αρχή σχηματίζουμε την αντανάκλαση της καμπύλης της αμέσως προηγούμενης τάξης ως προς τον οριζόντιο άξονα, και στη συνέχεια στο αποτέλεσμα εφαρμόζουμε και πάλι αντανάκλαση ως προς τον κάθετο άξονα.




Σχήμα 64: Αναδρομική κατασκευή της καμπύλης RBC.

Ο αλγόριθμος υπολογισμού της χαρακτηριστικής τιμής για κάθε σημείο του δισδιάστατου πλέγματος είναι ο εξής:

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 

r-value
ΕΙΣΟΔΟΣ
Η δυαδική αναπαράσταση x και y των συντεταγμένων του σημείου

ΕΞΟΔΟΣ
Η δυαδική αναπαράσταση v της χαρακτηριστικής τιμής του σημείου

ΜΕΘΟΔΟΣ

x = gray-code(x);

y = gray-code(y);

for k:=1 to n

v[2*k-1]:=y[k];

v[2*k]  :=x[k];

end for

return gray-code(v);

Αλγόριθμος 2: Υπολογισμός χαρακτηριστικής τιμής για την καμπύλη RBC.

Καμπύλη Hilbert

Στο Σχήμα 65 φαίνεται η καμπύλη Hilbert τάξεως 1. Για το σχηματισμό καμπύλης μεγαλύτερης τάξεως, αντικαθιστούμε τις πάνω αριστερά και δεξιά κορυφές της βασικής καμπύλης με την καμπύλη της αμέσως μικρότερης τάξεως. Την κάτω αριστερά κορυφή της βασικής καμπύλης, αντικαθιστούμε με την καμπύλη της αμέσως προηγούμενης τάξης αφού τη στρέψουμε δεξιά κατά 90( και αντιστρέψουμε τη φορά της (δηλ. σχηματίσουμε την αντανάκλασή της ως προς τον οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το μέσο της). Τέλος, την κάτω δεξιά κορυφή αντικαθιστούμε με την καμπύλη της προηγούμενης τάξης αφού την στρέψουμε κατά 90( αριστερά και αλλάξουμε την φορά της.




Σχήμα 65: Αναδρομική κατασκευή της καμπύλης Hilbert.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

h-value
ΕΙΣΟΔΟΣ
Η δυαδική αναπαράσταση x και y των συντεταγμένων του σημείου

ΕΞΟΔΟΣ
Η δυαδική αναπαράσταση v της χαρακτηριστικής τιμής του σημείου

ΜΕΘΟΔΟΣ

for k:=1 to n

v[2*k-1]:=y[k]; v[2*k]:=x[k];

end for

for k:=1 to n

if (v[2*k:2*k-1]==”00”) w[k]:=0;

else if (v[2*k:2*k-1]==”01”) w[k]:=1;

else if (v[2*k:2*k-1]==”10”) w[k]:=3;

else if (v[2*k:2*k-1]==”11”) w[k]:=2;

end if

end for

for k:=1 to n-1

if (w[k]==”0”)

for l:=k+1 to n

if (w[l]==”1”) w[l]:=”3”

else if (w[l]==”3”) w[l]:=”1”

end if

end for

else if (w[k]==”3”)

for l:=k+1 to n

if (w[l]==”0”) w[l]:=”2”

else if (w[l]==”2”) w[l]:=”0”

end if

end for

end if

end for

for k:=1 to n

if (w[k]==0) v[2*k]:=0; v[2*k-1]:=0;

else if (w[k]==1) v[2*k]:=0; v[2*k-1]:=1;

else if (w[k]==3) v[2*k]:=0; v[2*k-1]:=0;

else if (w[k]==2) v[2*k]:=0; v[2*k-1]:=1;

end if

end for

return v;

Αλγόριθμος 3: Υπολογισμός χαρακτηριστικής τιμής για την καμπύλη Hilbert.
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Σχήμα 66: Αρίθμηση με καμπύλη Hilbert

Η γραμμική διάταξη των κορυφών του πλέγματος με τη χρήση μιας καμπύλης κάλυψης, επιτυγχάνεται αν αριθμήσουμε τις κορυφές του πλέγματος με τη σειρά που τις επισκέπτεται η καμπύλη. Έτσι για την καμπύλη Hilbert σε 2 επί 2 πλέγμα τάξης 2, η αρίθμηση που έχουμε απεικονίζεται στο Σχήμα 66.

Άλλες καμπύλες κάλυψης
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Σχήμα 67: Οριζόντια και Βουστροφηδόν σάρωση.

Εκτός από τις τρεις καμπύλες κάλυψης που παρουσιάστηκαν και έχουν το κοινό χαρακτηριστικό της αναδρομικής κατασκευής, υπάρχουν και απλούστερες όπως η οριζόντια και η βουστροφηδόν σάρωση που απεικονίζονται στο Σχήμα 67
Χρήση και Αξιολόγηση καμπυλών κάλυψης

Για την αποθήκευσης ενός συνόλου σημείων, με χρήση καμπύλης κάλυψης, η μεθοδολογία που ακολουθείται είναι η εξής:

Για κάθε σημείο υπολογίζεται η τιμή του με βάση την καμπύλη κάλυψης και τα σημεία διατάσσονται με βάση την τιμή αυτή.

Αποθηκεύονται τα σημεία ταξινομημένα ως προς την τιμή ή αποθηκεύονται τυχαία και χρησιμοποιείται κάποια μέθοδος προσπέλασης (π.χ. B+-tree) για τον ευρετηριασμό τους.

Η μεθοδολογία απεικόνισης σημείων πολυδιάστατων χώρων σε μονοδιάστατο με χρήση καμπύλων κάλυψης έχει το εξαιρετικά σημαντικό πλεονέκτημα της ευκολότερης ενσωμάτωσης λειτουργιών διαχείρισης πολυδιάστατων δεδομένων στα παραδοσιακά ΣΔΒΔ με χρήση των μεθόδων πρόσβασης που ήδη υπάρχουν (B+trees).

Οι ερωτήσεις που γίνονται στα δεδομένα αφορούν ορθογώνιες περιοχές του πλέγματος και τις ονομάζουμε ερωτήσεις παραθύρου. Η απάντηση σε μια τέτοια ερώτηση είναι το σύνολο των αντικειμένων του πλέγματος που περιέχονται στο ορθογώνιο της ερώτησης. Όμως, λόγω της σειριακής αποθήκευσης των δεδομένων, τα αντικείμενα που συνθέτουν την απάντηση, δεν είναι αποθηκευμένα διαδοχικά στο αρχείο. Βρίσκονται σε μη γειτονικές ομάδες, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 68. Ως ομάδα, ορίζεται το σύνολο των διαδοχικών (σύμφωνα με την καμπύλη κάλυψης) σημείων που περιέχονται όλα στο παράθυρο ερώτησης. Για την απάντηση, λοιπόν, σε μια ερώτηση παραθύρου, υπολογίζονται διαδοχικά όλες οι ομάδες που ικανοποιούν την ερώτηση και γίνεται η αναζήτηση στα αποθηκευμένα δεδομένα. 
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Σχήμα 68: Παράδειγμα ερώτησης παραθύρου και οι αντίστοιχες ομάδες.

Διαφορετικές καμπύλες κάλυψης, δημιουργούν διαφορετικό πλήθος ομάδων για την ίδια ερώτηση παραθύρου, όπως φαίνεται παραστατικά στο Σχήμα 69. 

Είναι προφανές ότι η αποδοτικότητα μιας καμπύλης κάλυψης εξαρτάται από το πόσο καλά ομαδοποιεί τα σημεία ενός διακριτού πλέγματος, δηλαδή κατά πόσο μια ερώτηση διαστήματος που θα γίνει στη βάση δεδομένων θα μπορεί να βρει τα στοιχεία που την ικανοποιούν συνεχόμενα (σε μια ομάδα). Αυτό σημαίνει σειριακή προσπέλαση των στοιχείων στο δίσκο που είναι πολύ πιο αποτελεσματική από πολλές αποσπασματικές προσπελάσεις γιατί δεν απαιτείται χρόνος αναζήτησης (seek time). Τελικά όσο λιγότερες ομάδες τόσο λιγότερος χρόνος αναζήτησης, άρα τόσο καλύτερη απόδοση.
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Σχήμα 69: Ομάδες σημείων σε ερώτηση διαστήματος.

Με βάση αυτά, ένα μέτρο αξιολόγησης των καμπυλών κάλυψης είναι ο μέσος όρος των ομάδων για κάθε δυνατή ερώτηση παραθύρου. Όσο μικρότερος είναι αυτός ο μέσος όρος, τόσο καλύτερη αναμένεται να είναι η καμπύλη κάλυψης.

Ορισμός και υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης

Στην προηγούμενη ενότητα καταλήξαμε ότι ένα μέτρο με το οποίο μπορούμε να αξιολογήσουμε τις καμπύλες κάλυψης, όσον αφορά την απόδοσή τους σε ερωτήσεις παραθύρου, είναι ο μέσος όρος των ομάδων στοιχείων του πλέγματος για κάθε δυνατή ερώτηση παραθύρου. Προκειμένου να είναι δυνατή η ποσοτική περιγραφή και ο αναλυτικός υπολογισμός του μέτρου αυτού για τις διαφορετικές καμπύλες κάλυψης που έχουν παρουσιασθεί, απαιτεί ο μαθηματικός ορισμός του.

Ξεκινούμε με ένα αυστηρό ορισμό της καμπύλης κάλυψης. Ορίζουμε μια καμπύλη κάλυψης διακριτού πολυδιάστατου χώρου T ως μια συνάρτηση:




Η συνάρτηση αυτή, σε κάθε αριθμό αντιστοιχεί ένα σημείο του χώρου. Επειδή η συνάρτηση αυτή είναι “1-1” και το πεδίο ορισμού της έχει ακριβώς όσα σημεία έχει το πεδίο τιμών της, είναι και “επί” οπότε καλύπτει όλο το χώρο (δεν υπάρχει σημείο του χώρου που να μην είναι εικόνα κάποιου αριθμού).

Ας συμβολίσουμε με D(T) το σύνολο των παραθύρων του χώρου T και ας θεωρήσουμε την τυχαία μεταβλητή:




της οποίας η τιμή για ένα παράθυρο είναι το πλήθος των διαδοχικών ομάδων που δημιουργεί το παράθυρο αυτό. Η μέση τιμή της τυχαίας αυτής μεταβλητής είναι το μέτρο αξιολόγησης που χρησιμοποιούμε. Αν θεωρήσουμε ότι κάθε παράθυρο είναι εξίσου πιθανό να ερωτηθεί, τότε για να υπολογίσουμε τη μέση τιμή θα πρέπει να αθροίσουμε το πλήθος των ομάδων για όλα τα παράθυρα και να διαιρέσουμε με το πλήθος των παραθύρων. Αυτό μπορεί να γίνει πειραματικά με ένα πρόγραμμα που υπολογίζει για κάθε παράθυρο το πλήθος των ομάδων που δημιουργεί. Αυτή είναι η προσέγγιση που ακολουθείται στο [FARO89].

Εδώ θα υπολογίσουμε αναλυτικά τη μέση τιμή αυτή καταφεύγοντας σε ένα απλό τέχνασμα που θα διευκολύνει τους υπολογισμούς. Ας θεωρήσουμε ένα συγκεκριμένο παράθυρο ερώτησης Α. Το πλήθος των ομάδων που δημιουργεί είναι ίσο με το πλήθος των αλμάτων που κάνει η καμπύλη κάλυψης, καθώς διατρέχει τα σημεία του πλέγματος, έξω από το παράθυρο. Πράγματι σε κάθε τέτοιο άλμα, η συνέχεια της καμπύλης μέσα στο παράθυρο διακόπτεται για να ξαναβρεθεί αργότερα μέσα και πιθανώς να πραγματοποιήσει νέο άλμα προς τα έξω. Ας παρατηρήσουμε ότι σε κάθε τέτοιο άλμα, ένα σημείο της καμπύλης (το σημείο εκκίνησης του άλματος) βρίσκεται μέσα στο παράθυρο της ερώτησης, ενώ το επόμενό του (το σημείο που καταλήγει το άλμα) βρίσκεται εκτός παραθύρου. Το να μετρήσουμε λοιπόν, τα άλματα, ισοδυναμεί με το να μετρήσουμε πόσα είναι τα σημεία της καμπύλης που βρίσκονται μέσα στο παράθυρο και το επόμενό τους βρίσκεται εκτός. Συμφωνούμε, ακόμη, ότι το τελευταίο σημείο της καμπύλης έχει το επόμενό του εκτός του πλέγματος, ώστε να παίρνουμε σωστό αποτέλεσμα όταν το παράθυρο ερώτησης περιέχει το σημείο αυτό, 

Με αυτές τις σκέψεις, οδηγούμαστε στο να ορίσουμε 

 τυχαίες μεταβλητές καθεμιά από τις οποίες αντιστοιχεί στο i-στο σημείο της καμπύλης και ορίζεται ως εξής:




Δηλαδή η τιμή 1σημαίνει ότι το i-στο σημείο πέφτει μέσα στο διάστημα Α και το (i+1)-στο έξω από το Α και συνεπώς η καμπύλη κάλυψης πραγματοποιεί άλμα. Είναι προφανές σύμφωνα με όσα  εκθέσαμε προηγουμένως, ότι:




Επομένως για τη ζητούμενη μέση τιμή θα έχουμε






 με Α(D(T)
Συνεπώς,

( 4 )





Από τον τύπο στον οποίο καταλήξαμε, συμπεραίνουμε ότι για να υπολογίσουμε τον μέσο όρο των ομάδων που δημιουργούνται στις ερωτήσεις παραθύρου, αρκεί να αθροίσουμε τις πιθανότητες που έχουν τα σημεία του χώρου να πέσουν μέσα στο παράθυρο και το επόμενό τους να πέσει έξω. Φυσικά εκτός από την ίδια τη μορφή της καμπύλης που επηρεάζει το αποτέλεσμα, η κατανομή των παραθύρων είναι επίσης σημαντική γιατί επηρεάζει τις πιθανότητες αυτές. 

Θεωρούμε ομοιόμορφη κατανομή των παραθύρων ερώτησης, δηλ. καθένα από αυτά έχει την ίδια πιθανότητα 

. Συνεπώς, η πιθανότητα 

 είναι ίση με το πλήθος των παραθύρων που περιέχουν το i-στο σημείο και δεν περιέχουν το (i+1)-στο δια του συνολικού πλήθους των δυνατών παραθύρων. Αν συμβολίσουμε με 

 το πλήθος των παραθύρων που περιέχουν το i-στο σημείο και δεν περιέχουν το (i+1)-στο, η σχέση ( 4 ) δίνει

( 5 )




Στη συνέχεια, θα αναπτυχθούν αρχικά κάποιες βασικές σχέσεις που διευκολύνουν τον υπολογισμό του μέτρου αξιολόγησης. Πιο συγκεκριμένα θα δοθούν τύποι για τον υπολογισμό του πλήθους των ορθογώνιων παραθύρων που περιέχουν ένα συγκεκριμένο σημείο και το πλήθος των παραθύρων που περιέχουν ένα συγκεκριμένο σημείο και δεν περιέχουν κάποιο άλλο. Αμέσως μετά, θα περιγραφεί η μέθοδος με την οποία μπορεί να επιτευχθεί ο αριθμητικός υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης όταν ο αναλυτικός υπολογισμός του δεν είναι εφικτός. Η μέθοδος αυτή αποδεικνύεται ότι υπερέχει ως προς την πολυπλοκότητα της σε σχέση με τη μέθοδο που προτείνεται στο [FARO89]. Αμέσως μετά, περιγράφεται ο αναλυτικός υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης για τις καμπύλες κάλυψης που εξετάζονται στο κεφάλαιο αυτό εκτός από την καμπύλη Hilbert για την οποία δεν στάθηκε δυνατός ο αναλυτικός υπολογισμός. Για την καμπύλη αυτή δίνεται ένας προσεγγιστικός αναλυτικός υπολογισμός με βάση ένα θεώρημα που αποδεικνύεται στο [MJFS96].

Βασικές σχέσεις

Πριν προχωρήσουμε στον αναλυτικό υπολογισμό για κάθε καμπύλη θα αποδείξουμε κάποιες βασικές σχέσεις που θα χρησιμοποιήσουμε. Θεωρούμε από εδώ και στο εξής ότι αναφερόμαστε σε τετραγωνικό πλέγμα διαστάσεων nxn.

Συνολικό πλήθος παραθύρων ενός πλέγματος nxn

Το συνολικό πλήθος των παραθύρων που περιέχονται σε ένα τετραγωνικό πλέγμα nxn το βρίσκουμε ως εξής: Κάθε παράθυρο του πλέγματος σχηματίζεται από τέσσερις ευθείες, δύο οριζόντιες και δύο κάθετες που το περικλείουν. 

Ας μετρήσουμε πρώτα με πόσους τρόπους μπορούμε να διαλέξουμε τις δύο οριζόντιες ευθείες. Οι δυνατές θέσεις μιας οριζόντιας ευθείας είναι n+1. Άρα, το πλήθος των ζευγών από διαφορετικές οριζόντιες ευθείες είναι:




Όμοια προκύπτει ότι το πλήθος των ζευγών από διαφορετικές κάθετες ευθείες είναι το ίδιο. Το συνολικό πλήθος παραθύρων είναι το γινόμενο των δυο αυτών μεγεθών αφού για να σχηματίσουμε ένα παράθυρο διαλέγουμε ένα ζεύγος διαφορετικών οριζόντιων ευθειών και ένα ζεύγος διαφορετικών κάθετων ευθειών ανεξάρτητα από το πρώτο ζεύγος. Δηλαδή,

( 6 )





Πλήθος παραθύρων που περιέχουν ένα συγκεκριμένο σημείο
Όπως φαίνεται από το Σχήμα 70, ένα τυχαίο παράθυρο ερώτησης περιέχει το σημείο 

 αν και μόνο αν το κάτω αριστερό άκρο του βρίσκεται μέσα στην περιοχή R και το πάνω δεξιό άκρο του στην περιοχή Q. 
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Σχήμα 70: Τα παράθυρα που περιέχουν το σημείο <x,y> έχουν υποχρεωτικά το κάτω αριστερό άκρο του μέσα στο ορθογώνιο R και το πάνω δεξιό άκρο του στο ορθογώνιο Q. Άρα το πλήθος τους είναι το γινόμενο του πλήθους των σημείων που περιέχονται στο R επί το πλήθος των σημείων που περιέχονται στο Q.

Το πλήθος λοιπόν των παραθύρων που το περιέχουν είναι ίσο με το γινόμενο των εμβαδών των περιοχών R και Q. Άρα:

( 7 )
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Πλήθος παραθύρων που περιέχουν ένα σημείο και δεν περιέχουν ένα άλλο

Όπως φαίνεται από το Σχήμα 71, ένα τυχαίο παράθυρο ερώτησης περιέχει το σημείο 

 και όχι το 

 αν και μόνο αν τα άκρα του βρίσκονται σε περιοχές που ικανοποιούν τις συνθήκες της προηγούμενης παραγράφου και επιπλέον το κάτω αριστερό άκρο του δεν βρίσκεται μέσα στην περιοχή R και το πάνω δεξιό άκρο του δεν βρίσκεται στην περιοχή Q. 
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Σχήμα 71: Υπολογισμός του πλήθους των παραθύρων που περιέχουν το σημείο <x,y> και δεν περιέχουν το <w,z> δοσμένο σημείο .Σε καθεμιά από τις τέσσερεις υποπεριπτώσεις ,τα ζητούμενα παράθυρα είναι όσα περιέχουν το σημείο <x,y> εκτός από εκείνα των οποίων το κάτω αριστερό άκρο βρίσκεται στο ορθογώνιο R και το πάνω δεξί άκρο βρίσκεται στο ορθογώνιο Q, διότι τα τελευταία περιέχουν αναγκαστικά και το σημείο <w,z>

Διακρίνουμε τέσσερις περιπτώσεις ανάλογα με τη σχετική θέση του 

 ως προς το 

. Το πλήθος λοιπόν των παραθύρων που αντιστοιχούν σε κάθε περίπτωση, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 71 (όπου με μαύρη κουκίδα σημειώνεται το σημείο που πρέπει να περιέχεται στο παράθυρο και με άσπρη το σημείο που δεν πρέπει να περιέχεται)  είναι:
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και βγάζοντας κάποιους κοινούς παράγοντες για να απλοποιηθεί η μορφή των τύπων έχουμε:

( 8 )
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Αριθμητικός υπολογισμός μέτρου αξιολόγησης

Ο υπολογισμού του μέτρου αξιολόγησης με βάση το γενικό τύπο ( 5 ) μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για την αριθμητική – και όχι μόνο για την αναλυτική – μελέτη του μέτρου αξιολόγησης. Προσφέρει μια εναλλακτική μέθοδο υπολογισμού, πολύ πιο αποδοτική σε σχέση με την μέθοδο υπολογισμού που ακολουθείται στο [FARO89]. Πιο συγκεκριμένα, στο [FARO89] για τον υπολογισμό του μέτρου αξιολόγησης χρησιμοποιείται ο τύπος:
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Όπου με #CA συμβολίζουμε το πλήθος των ομάδων
 που δημιουργεί το παράθυρο A στην καμπύλη C. Για δισδιάστατο πλέγμα nxn  ο αριθμητής της παράστασης αυτής έχει  
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  δηλ. O(n4) προσθετέους όπως συνάγεται από τη σχέση ( 6 ). Για καθένα από τα παράθυρα αυτά, ο υπολογισμός του πλήθους των ομάδων γίνεται με διαδοχική σύγκριση κάθε σημείου της καμπύλης C για να διαπιστωθεί πότε η καμπύλη εισέρχεται και πότε εξέρχεται από το παράθυρο A. Αυτό προφανώς χρειάζεται χρόνο ανάλογο του πλήθους των σημείων του πλέγματος, δηλ. O(n2). Συνεπώς, ο υπολογισμός του πλήθους των ομάδων για κάθε παράθυρο θα πάρει χρόνο O(n2), άρα ο υπολογισμός όλου του αριθμητή θα χρειαστεί χρόνο O(n6). Ο υπολογισμός του παρονομαστή χρειάζεται σταθερό χρόνο, άρα ο συνολικός υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης με τη μέθοδο του [FARO89] απαιτεί χρόνο O(n6).

Με τη μέθοδο που προκύπτει από την εφαρμογή της σχέσης 

, ο χρόνος υπολογισμού είναι O(n2). Πράγματι, ο παρονομαστής έχει σταθερό χρόνο υπολογισμού ενώ για τον αριθμητή αρκεί να διατρέξουμε μια φορά την καμπύλη κάλυψης και για κάθε σημείο της να υπολογίσουμε το πλήθος των παραθύρων που περιέχουν αυτό το σημείο και όχι το επόμενό του πάνω στην καμπύλη. Αυτό, σύμφωνα με τους τύπους που αποδείχθηκαν στην προηγούμενη υποενότητα υπολογίζεται σε σταθερό χρόνο. Άρα ο υπολογισμός της παράστασης ( 5 ) για μια καμπύλη κάλυψης ενός δισδιάστατου nxn πλέγματος απαιτεί μόνο O(n2) χρόνο που είναι τέσσερις τάξεις μεγέθους καλύτερος από τον χρόνο O(n6) που απαιτεί η μέθοδος υπολογισμού του [FARO89].

Σημειώνουμε εδώ ότι ο αριθμητικός υπολογισμός χρησιμοποιήθηκε στην καμπύλη Hilbert όπου ο ακριβής αναλυτικός υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης στάθηκε αδύνατος. Με τη νέα μέθοδο αριθμητικού υπολογισμού κατέστη δυνατόν να υπολογισθεί το μέτρο αξιολόγησης για πλέγματα μεγαλύτερων διαστάσεων, όπου ή μέθοδος του [FARO89] δεν θα μπορούσε πρακτικά να το υπολογίσει σε λογικό χρόνο.

Αναλυτικός υπολογισμός μέτρου αξιολόγησης

Στη συνέχεια παρουσιάζεται ο αναλυτικός υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης για τις καμπύλες κάλυψης που περιγράφηκαν, δηλ. για τις καμπύλες Peano, RBC καθώς και την οριζόντια και βουστροφηδόν σάρωση. Για την καμπύλη Hilbert δίνεται ένας προσεγγιστικός υπολογισμός που όπως θα φανεί στη συνέχεια είναι αρκετά κοντά στην πραγματική τιμή που υπολογίστηκε αριθμητικά. 
Για τους υπολογισμούς αυτούς θα χρησιμοποιηθεί ο γενικός τύπος ( 5 ). Ο αριθμητής του κλάσματος του δεξιού μέλους αυτού του τύπου υπολογίζεται με τη βοήθεια της σχέσης ( 8 ) που δίνει το πλήθος των παραθύρων που περιέχουν ένα συγκεκριμένο σημείο και δεν περιέχουν ένα άλλο. Ο παρανομαστής υπολογίζεται άμεσα από τη σχέση ( 6 ) που δίνει το πλήθος των παραθύρων ενός nxn πλέγματος. 

Στον επόμενο πίνακα παρουσιάζονται συνοπτικά τα κυριότερα από τα σύμβολα που χρησιμοποιούνται στη συνέχεια. Η γενική μεθοδολογία που ακολουθείται στο εξής για τον αναλυτικό υπολογισμό του 
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 για κάθε καμπύλη είναι η εξής:

Αρχικά υπολογίζεται ο αριθμητής 
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 του τύπου ( 5 ) με κατάλληλη χρήση της σχέσης ( 8 ) για τον υπολογισμό του 
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 για κάθε σημείο της καμπύλης.

Το αποτέλεσμα εκφράζεται στην απλούστερη δυνατή μορφή με χρήση των παραμέτρων n και k.

Στη συνέχεια εφαρμόζεται η σχέση ( 5 ) στην οποία αντικαθίσταται ο αριθμητής με το 
[image: image16.wmf]C
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 που υπολογίστηκε και ο παρονομαστής από τη σχέση ( 6 ).

Η παράσταση απλοποιείται όσο είναι δυνατόν.

Ειδικά για την καμπύλη Hilbert, δεδομένου ότι δίνεται μόνο ο προσεγγιστικός αναλυτικός υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης χρησιμοποιείται ο τύπος ( 4 ).

Συμβολο
Σημασια

n
Το μέγεθος ενός τετραγωνικού δισδιάστατου πλέγματος nxn

k
Η τάξη μιας καμπύλης κάλυψης. Συνδέεται με το μέγεθος του πλέγματος που καλύπτει η καμπύλη με τη σχέση 
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Το σύνολο των παραθύρων ενός δισδιάστατου πλέγματος nxn
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Η πιθανότητα να περιέχεται σε ένα παράθυρο το i-στο σημείο της καμπύλης C και να μην περιέχεται το (i+1)-στο σημείο. 
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Το πλήθος των παραθύρων που περιέχουν το i-στο σημείο και δεν περιέχουν το (i+1)-στο σημείο της καμπύλης C.
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Το μέτρο αξιολόγησης της καμπύλης C, ο μέσος όρος των ομάδων σε μια ερώτηση παραθύρου. Ισχύουν οι σχέσεις:


 και 
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Το άθροισμα 
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 για την καμπύλη C.
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Το πλήθος των ομάδων της καμπύλης C που σχηματίζονται στο παράθυρο Α.

P, RBC, H, Hor, Hor1
Τα σύμβολα που αντικαθιστούν το C για τις καμπύλες, Peano, RBC, Hilbert, οριζόντια σάρωση και βουστροφηδόν σάρωση αντίστοιχα.

Πίνακας 17: Ανασκόπηση κυριοτέρων συμβόλων  που χρησιμοποιούνται στους τύπους.

Υπολογισμός για καμπύλη Peano

Η τεχνική που ακολουθούμε για το υπολογισμό του μέτρου αξιολόγησης είναι η εξής: Έστω η καμπύλη Peano τάξεως k>1. Σύμφωνα με τον αναδρομικό ορισμό της καμπύλης, αυτή αποτελείται από τέσσερις καμπύλες Peano τάξεως k-1 συνδεδεμένες μεταξύ τους σύμφωνα με το σχήμα της καμπύλης τάξεως 1, όπως φαίνεται στο Σχήμα 72.
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Σχήμα 72: Καμπύλη Peano τάξεως k.

Για το άθροισμα του αριθμητή της σχέσης ( 5 ) έχουμε:




Είναι καθαρό ότι αθροίζουμε ξεχωριστά τους όρους που αντιστοιχούν στις τέσσερις καμπύλες μικρότερης τάξης και προσθέτουμε τους όρους που αντιστοιχούν στα τρία κομμάτια της βασικής καμπύλης συν ακόμη ένα όρο που αντιστοιχεί στο τελευταίο σημείο της καμπύλης και  εκφράζει το πλήθος των παραθύρων που το περιέχουν. Ο τελευταίος όρος εμφανίζεται, αφού σύμφωνα με όσα είπαμε στην αρχή του κεφαλαίου, θεωρούμε ότι η καμπύλη συνεχίζει μετά το τελευταίο σημείο και κάνει άλμα εκτός του πλέγματος.

Με κάποιες αλλαγές μεταβλητών και ομαδοποιήσεις όρων, η τελευταία σχέση δίνει:




Αν συνεχίσουμε αναδρομικά να αναπτύσσουμε τα αθροίσματα για καμπύλες μικρότερης τάξης θα πάρουμε την παρακάτω σχέση:

( 9 )


 
Οι όροι του αθροίσματος αυτού είναι ομαδοποιημένοι σε τμήματα που αντιστοιχούν σε καμπύλες τάξης i. Η τάξη των καμπυλών προσδιορίζεται από τη μεταβλητή του πρώτου αθροίσματος. 

Ο γενικός όρος που βρίσκεται μέσα στην παρένθεση υπολογίζεται ως εξής: Έστω i({1,2,…,k} η τάξη της καμπύλης και j({1,2,…,4k-i} ο δείκτης της καμπύλης. Θέτοντας a=2k-i, υπάρχουν δείκτες x και y
 ώστε η μορφή της καμπύλης να είναι όπως εμφανίζεται στο Σχήμα 73. Ο γενικός όρος του αθροίσματος που αντιστοιχεί σε αυτή τη καμπύλη, σύμφωνα  με τη σχέση ( 8 ) είναι:




Αθροίζοντας ως προς i, x και y έχουμε τελικά:







Σχήμα 73: Υπολογισμός γενικού όρου για την αξιολόγηση της καμπύλης Peano.

Με χρήση του εργαλείου MAPPLE υπολογίσαμε την παράσταση αυτή. Το αποτέλεσμα είναι το παρακάτω:




Το αποτέλεσμα αυτό απλοποιείται στην εξής μορφή:




Η ζητούμενη μέση τιμή, βάσει της σχέσης  ( 5 ) είναι τελικά:




Και με κάποιες απλοποιήσεις:




Υπολογισμός για καμπύλη RBC

Και στην περίπτωση αυτής της καμπύλης εργαζόμαστε τελείως ανάλογα όπως και για την καμπύλη Peano. Με παρόμοιους συλλογισμούς καταλήγουμε στη σχέση:




Έστω και εδώ i({1,2,…,k} η τάξη της καμπύλης και j({1,2,…,4k-i} ο δείκτης της καμπύλης. Θέτοντας a=2k-i, υπάρχουν δείκτες x και y
 ώστε η μορφή της καμπύλης να είναι όπως εμφανίζεται στο Σχήμα 74. Ο γενικός όρος, όμως, τώρα έχει δυο διακριτές μορφές όπως φαίνονται στο σχήμα.




Σχήμα 74: Υπολογισμός γενικού όρου για την αξιολόγηση της καμπύλης RBC.

Στην πρώτη περίπτωση που αντιστοιχεί στον προσανατολισμό της καμπύλης RBC τάξης1, ο γενικός όρος έχει τη μορφή:



Που απλοποιείται στην:



Στη δεύτερη περίπτωση που αντιστοιχεί στον προσανατολισμό της καμπύλης RBC τάξης1 με αντανάκλαση ως προς τον οριζόντιο άξονα, ο γενικός όρος έχει τη μορφή:



Που απλοποιείται στην:




Η πρώτη μορφή του γενικού όρου εμφανίζεται για περιττές τιμές του y ενώ η δεύτερη για άρτιες. Με απλή παρατήρηση των δύο τύπων προκύπτει ότι έχουν πολλούς κοινούς όρους. Ομαδοποιώντας τους κοινούς όρους, ο τύπος του αθροίσματος  τελικά είναι:




Με χρήση του εργαλείου MAPPLE υπολογίσαμε την παράσταση αυτή. Το αποτέλεσμα είναι το παρακάτω:




Το αποτέλεσμα αυτό απλοποιείται στην εξής μορφή:




Η ζητούμενη μέση τιμή γίνεται τελικά:




Υπολογισμός για οριζόντια σάρωση

Στην περίπτωση της οριζόντιας σάρωσης ο υπολογισμός είναι αρκετά εύκολος ακόμη και αν δεν καταφύγουμε στο τέχνασμα του ορισμού των επί μέρους τυχαίων μεταβλητών. Ας ακολουθήσουμε όμως την ίδια τακτική. Αθροίζουμε κατά μήκος κάθε γραμμής τους όρους που αντιστοιχούν στα σημεία που το επόμενό τους βρίσκεται στην ίδια γραμμή και σχηματίζουμε και ένα ακόμη άθροισμα που αποτελείται από τους όρους που αντιστοιχούν στο τέλος κάθε γραμμή όπου το επόμενο σημείο βρίσκεται αντιδιαμετρικά στην επόμενη γραμμή. Έτσι, το άθροισμα #Hor είναι:




Και τελικά η ζητούμενη πιθανότητα γίνεται:




Υπολογισμός για βουστροφηδόν σάρωση
Ακολουθούμε αντίστοιχη τακτική όπως και στην περίπτωση της οριζόντιας σάρωση για τον υπολογισμό του #Hor1 το οποίο είναι:




Και τελικά η ζητούμενη πιθανότητα γίνεται:




Καμπύλη Hilbert - Προσεγγιστικός υπολογισμός

Για την καμπύλη Hilbert δεν μπορέσαμε να υπολογίσουμε αναλυτικό τύπο. Κατέστη όμως δυνατός ο προσεγγιστικός υπολογισμός του μέτρου αξιολόγησης, που όπως θα φανεί από τα αριθμητικά αποτελέσματα, προσεγγίζει ικανοποιητικά την πραγματική τιμή του μέτρου αξιολόγησης, τουλάχιστον για καμπύλες Hilbert μέχρι τάξεως 13. Στη συνέχεια περιγράφεται ο προσεγγιστικό αυτός υπολογισμός.

Ας παρατηρήσουμε ότι η καμπύλη Hilbert επισκέπτεται διαδοχικά όλα τα σημεία του (δισδιάστατου) χώρου προχωρώντας από το τρέχον σημείο σε ένα από τα 4 γειτονικά του (είτε το αμέσως επόμενο αριστερά, δεξιά, πάνω ή κάτω). Φυσικά στα όρια του πλέγματος δεν υπάρχουν όλα τα γειτονικά σημεία αλλά εν πάση περιπτώσει, η καμπύλη και πάλι θα προχωρήσει σε ένα από τα γειτονικά, όποιο υπάρχει.

Στο [MJFS96] αποδεικνύεται ότι η πιθανότητα να προχωρήσει σε καθένα από τα γειτονικά σημεία είναι η ίδια και ίση (στην περίπτωση του δισδιάστατου πλέγματος που εξετάζουμε) με 0.25. Φυσικά, και πάλι στα όρια του πλέγματος όπου δεν υπάρχουν όλοι οι γείτονες είναι και πάλι ίση πιθανότητα και ίση π.χ. για τα 4 ακραία σημεία του πλέγματος με 0.5 για καθένα από τα γειτονικά σημεία τους.

Αυτή η προσέγγιση είναι ρεαλιστική για αρκετά μεγάλο πλέγμα. Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε αυτό το αποτέλεσμα για έναν προσεγγιστικό υπολογισμό του μέσου αριθμού ομάδων σε ερωτήσεις παραθύρων για την καμπύλη Hilbert.

Ας συμβολίσουμε με Hi το i-στο σημείο της καμπύλης, με Hi(-1,0), Hi(1,0), Hi(0,-1), Hi(0,1)  τα γειτονικά σημεία του (αριστερά, δεξιά, κάτω και πάνω αντίστοιχα) και με pi:(-1,0), p i:(1,0), pi:(0,-1), pi:(0,1), την πιθανότητα το (i+1)-στο σημείο της καμπύλης να είναι το αμέσως γειτονικό αριστερά, δεξιά, κάτω και πάνω αντίστοιχα. Ξεκινώντας από τη σχέση ( 4 ) θα έχουμε:




Σχηματίζουμε 3 ομάδες σημείων για να υπολογίσουμε την προηγούμενη παράσταση:

Τα τέσσερα σημεία στα άκρα του πλέγματος που έχουν μόνο 2 γείτονες καθένας από τους οποίους έχει πιθανότητα να είναι το επόμενο σημείο της καμπύλης 
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 σημεία στα όρια του πλέγματος που έχουν μόνο τρεις γείτονες καθένας από τους οποίους έχει πιθανότητα να είναι το επόμενο σημείο της καμπύλης 
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Τα 
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 εσωτερικά σημεία του πλέγματος που έχουν τέσσερις γείτονες καθένας από τους οποίους έχει πιθανότητα να είναι το επόμενο σημείο της καμπύλης 
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Το τελικό αποτέλεσμα είναι το επόμενο:
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Οι τύποι για τον υπολογισμό του μέτρου αξιολόγησης που αναπτύχθηκαν στην ενότητα αυτή, συνοψίζονται στον επόμενο πίνακα.

Καμπύλη
Τυποσ

Peano




RBC




Οριζόντια




Hilbert

(κατά προσέγγιση)




Βουστροφηδόν




Πίνακας 18: Αναλυτικά αποτελέσματα για το μέσο αριθμό ομάδων σε ερωτήσεις παραθύρου σε δισδιάστατες καμπύλες κάλυψης.

Πειραματικά αποτελέσματα - Συμπεράσματα

Στον επόμενο πίνακα συνοψίζουμε τα αποτελέσματα για την μέση τιμή των ομάδων σε κάθε καμπύλη κάλυψης. Σε όλες τις περιπτώσεις, εκτός από την καμπύλη Hilbert, χρησιμοποιήσαμε τους τύπους που αποδείξαμε. Τα αριθμητικά αποτελέσματα δίδονται για να μπορέσουμε να διαπιστώσουμε πώς συμπεριφέρεται η καμπύλη Hilbert, για την οποία δεν στάθηκε δυνατός να υπολογίσουμε αναλυτικά αυτή τη μέση τιμή εκτός από την προσέγγιση με χρήση των αποτελεσμάτων του [MJFS96]. Η μέθοδος με την οποία υπολογίστηκε αριθμητικά το ακριβές μέτρο αξιολόγησης για την καμπύλη Hilbert είναι αυτή που περιγράφηκε στην υποενότητα 6.3.2.

Από τη μελέτη του πίνακα αυτού βγαίνουν άμεσα δυο πολύ βασικά συμπεράσματα. Το πρώτο είναι ότι η τιμή του μέτρου αξιολόγησης για όλες τις καμπύλες (είτε η τιμή προέκυψε από αναλυτικό τύπο είτε από αριθμητικό υπολογισμό για την καμπύλη Hilbert) οι τιμές συμφωνούν απόλυτα με τις τιμές που δίνονται στο [FARO89] για καμπύλες τάξεως μέχρι και 4, γεγονός που πιστοποιεί την ορθότητα των τύπων.

Επιπλέον, ένα δεύτερο σημαντικό συμπέρασμα είναι ότι η προσεγγιστική τιμή για την καμπύλη Hilbert με τον αναλυτικό τύπο, ελάχιστα διαφέρει από την πραγματική τιμή, και μάλιστα όσο αυξάνει η τάξη της καμπύλης, τόσο το σχετικό σφάλμα μειώνεται.

k
Peano
RBC
Horizontal
Hilbert

Horizontal1
Hilbert


1
1.222222
1.111111
1.222222
1.111111
1.185185
   1.777778

2
2.160000
1.920000
1.900000
1.640000
1.546667
   1.693333

3
4.407407
4.024691
3.268519
2.925926
2.650206
   2.804528

4
9.287197
8.705882
5.963235
5.600995
5.171857
   5.394175

5
19.477502
18.617080
11.313763
10.973341
10.423018
  10.695554

6
40.322367
39.108166
21.989904
21.688095
21.045838
  21.347470

7
82.494622
80.870981
43.328206
43.069506
42.356509
  42.673669

8
167.330679
165.260761
85.997416
85.782171
85.011653
  85.336820

9
337.498683
334.959733
171.332036
171.159670
170.339176
 170.668406

10
678.332678
675.311225
341.999350
341.869318
341.002926
 341.334202

11
1360.499673
1356.987963
683.333008
683.244964
682.334797
 682.667101

12
2725.333170
2721.326825
1365.999837
1365.953595
1365.000732
1365.333550

13
5455.499919
5450.996501
2731.333252
2731.328723
2730.333699
2730.666775

Πίνακας 19: Αριθμητικά αποτελέσματα για την αξιολόγηση καμπυλών κάλυψης.

Η γραφική παράσταση των αποτελεσμάτων που περιέχει ο Πίνακας 19 σε λογαριθμική κλίμακα φαίνεται στο επόμενο γράφημα. Στον οριζόντιο άξονα εκφράζεται η τάξη k της καμπύλης και στον κάθετος η τιμή του μέτρου αξιολόγησης.
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Σχήμα 75: Γραφική παράσταση του μέτρου αξιολόγησης (κάθετος άξονας) σε σχέση με την τάξη της καμπύλης (οριζόντιος άξονας) για τις πέντε καμπύλες κάλυψης που μελετήθηκαν. Για την καμπύλη Hilbert ο υπολογισμός έχει γίνει αριθμητικά.

Από τη μελέτη των πειραματικών αποτελεσμάτων, αλλά και από την απλή παρατήρηση του προηγουμένου γραφήματος,  γίνεται αμέσως αντιληπτό ότι ως προς το μέτρο αξιολόγησης που θεωρήσαμε, οι καμπύλες κάλυψης που εξετάζουμε χωρίζονται σε δυο τάξεις. Η πρώτη τάξη περιλαμβάνει τις καμπύλες Peano και RBC ενώ η δεύτερη την καμπύλη Hilbert και της καμπύλες οριζόντιας και βουστροφηδόν σάρωσης. Η πρώτη τάξη έχει γενικά περίπου διπλάσια μέση τιμή ομάδων για ερώτηση παραθύρου από τη δεύτερη ομάδα. Μεταξύ των καμπυλών της πρώτης τάξης, η καμπύλη RBC έχει σταθερά μια ελαφρά υπεροχή έναντι της καμπύλης Peano. Μεταξύ των καμπυλών της δεύτερης τάξης η καμπύλη Hilbert έχει σταθερά μια ελαφρά υπεροχή έναντι της οριζόντιας σαρώσεως, ενώ η βουστροφηδόν σάρωση είναι η καλύτερη για k>1.

Δεν είναι δύσκολο να διαπιστώσει κανείς αναλυτικά, με βάση τους τύπους που υπολογίσαμε ότι για κάθε μέγεθος πλέγματος:




και ακόμη ότι




πράγμα που δικαιολογεί γιατί χωρίσαμε τις καμπύλες σε δύο τάξεις ισοδύναμων από πλευράς απόδοσης τάξεων, και ακόμη:




Που τεκμηριώνει ότι οι τάξεις αυτές δεν είναι μεταξύ τους ισοδύναμες, αλλά η δεύτερη είναι καλύτερη από την πρώτη.

Πάντως η καμπύλη Peano φαίνεται να παρουσιάζει ενδιαφέρουσες ιδιότητες και πανεύκολο υπολογισμό και για το λόγο αυτό χρησιμοποιείται από πολλούς ερευνητές για την ανάπτυξη μεθόδων για επεξεργασία χωρικών ερωτήσεων ([LATH91],  [OREN86], [OREN89a], [OREN89b], [OREN91]). 

Πρέπει όμως να σημειωθεί εδώ, ότι το μέτρο που χρησιμοποιήσαμε δεν είναι τελείως ρεαλιστικό. Μπορεί για μια καμπύλη και μια συγκεκριμένη ερώτηση να προκύπτουν ομάδες που διαφέρουν ελάχιστα στοιχεία μεταξύ τους, πράγμα που σημαίνει ότι αν τα σημεία βρίσκονται αποθηκευμένα στο δίσκο οι δυο αυτές ομάδες θα συναντιόνται στην ίδια σελίδα δίσκου (ή γειτονικές) οπότε δεν θα χρειάζεται χρόνος αναζήτησης για να περάσουμε από τη μια ομάδα στην άλλη. Συμπεραίνουμε, ότι τελικά αυτό που κοστίζει είναι ασυνέχειες της καμπύλης ως προς ερωτήσεις διαστήματος οι οποίες είναι αρκετά μεγάλες. Ενδέχεται, λοιπόν, καμπύλες που υπερτερούν με βάση το μέτρο αξιολόγησης που χρησιμοποιήθηκε εδώ να υστερούν με βάση ένα μέτρο που στηρίζεται μόνο σε μεγάλες ασυνέχειες. Ο κατάλληλος ορισμός και ο υπολογισμός ενός τέτοιου περισσότερου ρεαλιστικού μέτρου αξιολόγησης είναι θέμα μελλοντικής έρευνας. 

Εξάλλου, η πολυπλοκότητα υπολογισμού της καμπύλης είναι ακόμη ένας σημαντικός παράγοντας για την υλοποίησή της (και εδώ η Hilbert υστερεί της καμπύλης Peano), αλλά και πιθανώς για την απόδοσή της σε πραγματικά συστήματα.

Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό μελετήθηκε το πρόβλημα της βέλτιστης τοποθέτησης των στοιχείων ενός δισδιάστατου πλέγματος σε ένα αρχείο. Αρχικά περιγράφηκε η βασική μέθοδος που χρησιμοποιείται στα μοντέρνα συστήματα γεωγραφικών πληροφοριών (αλλά και σε άλλα συναφή συστήματα, όπως είναι τα συστήματα επεξεργασίας εικόνων). Η μέθοδος αυτή βασίζεται στην απεικόνιση των στοιχείων του δισδιάστατου πλέγματος σε μονοδιάστατες διευθύνσεις του αρχείου αποθήκευσης μέσω των καμπυλών κάλυψης. Οι καμπύλες κάλυψης είναι fractal καμπύλες οι οποίες σχηματίζονται αναδρομικά και έχουν την ιδιότητα να επισκέπτονται όλα τα σημεία του πλέγματος χωρίς να επισκέπτονται ένα σημείο περισσότερο από μια φορά. Η ζητούμενη απεικόνιση προκύπτει από την αντιστοίχηση κάθε σημείου του δισδιάστατου πλέγματος με τον αριθμό που εκφράζει τη σειρά του στη διάταξη που σχηματίζεται καθώς η καμπύλη κάλυψης επισκέπτεται τα σημεία. 
Στην ενότητα 6.1 περιγράφηκαν οι δημοφιλέστερες καμπύλες κάλυψης που είναι οι καμπύλες Peano, Hilbert και RBC καθώς και η οριζόντια και βουστροφηδόν σάρωση. Στη συνέχεια, στην ενότητα 6.2 δόθηκε με λεπτομέρεια η μεθοδολογία χρήσης των καμπυλών κάλυψης για την αποθήκευση των στοιχείων ενός δισδιάστατου πλέγματος. Αναλύθηκε επίσης ο τρόπος αξιολόγησης της απόδοσης των διαφορετικών καμπυλών κάλυψης σε σχέση με ερωτήσεις παραθύρου. 
Στην ενότητα 6.3 δόθηκαν οι μαθηματικοί ορισμοί της καμπύλης κάλυψης και του μέτρου αξιολόγησης που υιοθετήθηκε και υπολογίστηκε αναλυτικά για καθεμιά καμπύλη κάλυψης εκτός από την καμπύλη Hilbert για την οποία μόνο ένας προσεγγιστικός υπολογισμός κατέστη δυνατός. 
Τέλος στην ενότητα 6.4 έγινε η συγκριτική αξιολόγηση βάσει των αποτελεσμάτων της προηγούμενης ενότητας. Φάνηκε καθαρά ότι ως προς το μέτρο αξιολόγησης που υιοθετήθηκε, η καλύτερη από τις καμπύλες που εξετάστηκαν είναι η βουστροφηδόν σάρωση με μικρή όμως διαφορά σε σχέση με την οριζόντια κάλυψη και την καμπύλη Hilbert. Η απόδοση των καμπυλών Peano και RBC είναι παραπλήσια και πολύ χαμηλότερη από την απόδοση των τριών άλλων καμπυλών.

Στο σημείο αυτό αξίζει να αναφερθεί ότι η συνεισφορά της παρούσας εργασίας όσον αφορά τη μελέτη της απόδοσης των καμπυλών κάλυψης σε ερωτήσεις παραθύρου δεν περιορίζεται στον αναλυτικό υπολογισμό του συγκεκριμένου μέτρου αξιολόγησης το οποίο αν και είχε ορισθεί στα πλαίσια άλλων ερευνητικών εργασιών [MJFS96], δεν είχε υπολογισθεί αναλυτικά. Η συνεισφορά περιλαμβάνει και τη μεθοδολογία υπολογισμού του μέτρου αξιολόγησης που περιγράφηκε στην ενότητα 6.3. 







� Κάτι σαν τον κατακερματισμό της επιφάνειας ενός συνηθισμένου χάρτη από γραμμές που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένα γεωγραφικά μήκη και πλάτη με αποτέλεσμα τη δημιουργία ενός πλέγματος στο χάρτη.


� Την αποθήκευση κατά στήλες δεν την εξετάζουμε καν γιατί από πλευράς απόδοσης είναι ισοδύναμη με την αποθήκευση κατά γραμμές.


� Υπενθυμίζεται ότι μια ομάδα, ορίζεται ως το σύνολο των διαδοχικών (σύμφωνα με την καμπύλη κάλυψης) σημείων που περιέχονται όλα στο παράθυρο ερώτησης. Άρα το πλήθος των ομάδων σε ένα παράθυρο μετρά τις ασυνέχειες της καμπύλης μέσα στο παράθυρο.


� Οι δείκτες αυτοί προσδιορίζονται άμεσα από τον αλγόριθμο υπολογισμού της καμπύλης Peano που έχει ήδη περιγραφεί. Πιο συγκεκριμένα, αν b2k b2k-1… b1 είναι η δυαδική αναπαράσταση του j, τότε x= b2k b2k-2… b2 και y= b2k-1 b2k-3… b1.


� Οι δείκτες αυτοί προσδιορίζονται άμεσα από τον αλγόριθμο υπολογισμού της καμπύλης RBC που έχει ήδη περιγραφεί. Πιο συγκεκριμένα, αν b2k b2k-1… b1 είναι ο κώδικας gray της δυαδικής αναπαράσταση του j, τότε ο κώδικας gray των συντεταγμένων θα είναι  gray_code(x)= b2k b2k-2… b2 και gray_code(y)= b2k-1 b2k-3… b1.


� Ο υπολογισμός έγινε αριθμητικά και όχι από αναλυτικό τύπο.


�  Ο υπολογισμός έγινε με τον αναλυτικό προσεγγιστικό τύπο που αποδείχθηκε στην προηγούμενη ενότητα.
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